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И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я  
Д Р О Б Н Ы Х  С Т Е П Е Н Е Й  
И С В Я З А Н Н Ы Х  С Н И М И  О П ЕРАТО РО В
Пусть X  — комплексное банахово пространство, А  — действующий в 
X  плотно определенный линейный замкнутый оператор, причем:
1) ( — оо,0) С  р(А) (р(А) -  регулярное множество оператора А);
2 ) для нормы резольвенты К(р) — (А — р Е )~ г оператора А (Е  — еди­
ничный в X  оператор) справедлива при некоторых с0 > 0 , у <  1 и любом 
Л < 0  оценка
| | Л ( Л ) | | <с 0 (|Л| +  1 Г .  (1)
В этих предположениях при д =  1 А. Балакришнаном [1 ], М. А. Крас­
носельским и П. Е. Соболевским [2], Т. Като [3] были введены дробные 
степени оператора А. Теория дробных степеней разрабатывалась далее 
в работах многих математиков (см., например, [4]—[7]). При д £ (0,1] в 
предположении, что неравенство (1 ) справедливо в угловом секторе, со­
держащем ( — оо,0], вещественные степени оператора А  рассмотрены в [8 ]. 
В [9]—[12] изучены классы (дифференциальных, разностных) операторов 
с д £ [0,1). В [13] авторами были рассмотрены комплексные степени опе­
ратора без предположения д > 0 .
Среди результатов, полученных по теории дробных степеней операто­
ров, отметим неравенства моментов, полученные в ряде работ (см., напри­
мер, [2], [4]-[6], [8 ]) на основе интегральных представлений А 2 и оценок 
\\А*Кт(\)\\ (^ ^ С, т  £ К, К е г < ш  +  д — 1 ).
В данной статье предполагается выполненной оценка (1) (д < 1 произ­
вольно) в некоторой (заданной) области 0 , содержащей ( — оо,0]. Задание 
(1 ) в 0 , а не только на ( —оо,0 ) позволяет получить оценки ||А гКт(Х)\\ в 
подобластях 0  и улучшить их на ( — оо,0). Исходя из оценок ||А^7?т (А)||, 
строятся интегральные представления оператора А А обобщающие имею­
щиеся в [7]. Это позволяет в дальнейшем получать неравенства моментов 
для дробных степеней оператора А  в ситуациях, в которых ранее эти не­
равенства не были известны.
Переходим к изложению результатов работы.
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Пусть Г(а,<т) (а > 0, ориентированная кривая, состоящая из
дуг Т3(а^а) — 1,2,3), задаваемых соответственно уравнениями
Л =  —5 — ш(з +  1)а (з >  0),
Л =  ае^  ( м  < | ) ,
Л =  —5 +  ш(з +  1)а (з > 0),
0(а,<т) -  область с границей Г(а,<т), содержащая ноль, обход Г(а,<т) по­
ложителен относительно 0(а,<т). Выполнение оценки (1) на ( —оо,0) обес­
печивает ее справедливость в 0 (а , д )  при а £ (О ,^ 1). Мы будем предпо­
лагать, что:
1 ) р ( А )  А 0(а,<т) при некоторых а  >  д, а > 0 ;
2 ) в 0 (а,<т) имеет место неравенство (1 ).
(Заметим, что 0(а,<т) I) 0 ( а , д )  при а  >  д.)
При этих условиях можно ввести [13] комплексные степени оператора 
А, а именно А 2 — замыкание оператора
где интеграл сходится в сильной операторной топологии на множестве 
В(А(г^п))  — {х ^  X  \ А(щгг)х £ X } .  Установлено, что интегральный 
оператор А(щгг) не зависит от /? £ [д х ] и допускает замыкание, не зави­
сящее от гг (гг > Л ег  — д +  1 ), а при Л ег  < д — 1 оператор А 2 непрерывен 
на X. При х £ Ъ это понятие степени оператора совпадает с естественно 
понимаемой целой степенью оператора А.
Отметим некоторые свойства степеней оператора А  и произведений
А*Ет(А) (х е С, т е к ,  Л е р(А)) [13], [14].
1 . Оператор А 2 обратим и (А г)~1 =  А~У
2. А ^ А ^  . . .  А гк — А г1+г2+"'+гк. В частности, при к — 2 если хотя бы 
один из операторов А Х 1, А 22 непрерывен, то А 21 А 22 =  А^1+Х
3. Оператор А гКт(Х) непрерывен тогда и только тогда, когда оператор 
дг-т  непрерывен, что эквивалентно тому, что В ( А г) А В ( А т).
4. При всех х £ В ( А п) (п £ ГА и {0}) векторная функция А гК т(А)х 
аналитична по Л на р(А) и аналитична по г в области Л ег  < ш +  гг +  д —1 .
Введем еще ряд обозначений: если оператор А2 — продолжение опе­
ратора Ах, то мы будем писать Ах С А2; для /3 £ К
/3 =  т а  х{ /5,1 }; /3 =  т т { / 3 , 1 };
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Р<т =  {Л £ С : 11е Л < сг} (а £ К);
Б(Ао,г) =  { А е С : | А - А 0 | < г } ;
В+( А0, г) = В ( А0, г ) П { Х е С : К е \ >  К е А 0} (А0 6 С, г > 0).
Нам также понадобится область Со =  С(а,<т;6 0 ) 7 Ь0 £ (—С1 , 0 ), щ =  
с^ 1 1п£{(|А| +  1)7 (|11еА| +  : А £ Г ^ а ,« )} , определяемая следую­
щим образом: при а > 1
Со = { А е С : 11еА =  - 5  + Ц,з + 1)а7, \1т Х\ < а(з + 1)а , з > 0} и  
и Я+(|Ь0 | ,а),
а при о; <  1
= {А 6  С : Ие А =  — з, |/шА| < а(з +  1)" — 60(з +  I)7, з > 0 } и
и 5 + ( 0 , а +  |Ьо|).
Кроме того, в предположении, что т  £ N и (Иег < т  +  д — 1 или г £ 
2 , г <  т)  нам понадобятся две оценки ||ДНЛт (А)||, имеющиеся в [15]:
1 ) при некотором с > 0  и всех А £ Со (и, следовательно, всех А £ 
0 (а, а))
\\А*Ят(Х)\\ < с(|А| + 1 )тах{-ш,Ие^-ш7}/п ^|Л| +  ф
2 ) при некотором с > 0 и всех А £ х) р| д(А)
||А"Дт (А)|| < с(|А| +  1 )тах{-ш,Ие,-7 -(ш -1)Ь/^}/п^|Л| +  ^  ^
где при достаточно большом по модулю отрицательном а
0(щ  х) П Ра С 0 (а , а) П Ра (4)
и
т а х { х , хд} < 1. (5)
У т в е р ж д е н и е  1 . Пусть т  £ К и{0}, ио £ С, А £ 0 (а , а ) ,  х £ и
выполнено условие
Ие г < ш +  Ие гс +  д — 1 (6 )
или условие
Ие гс < д или — гс £ К,
11е ^ < п н п { т  +  11е ш, т  +  д — 1 }
Тогда
А"Дт (АЪ =  —  / — а д А Г а С щ
1 ;  2тгг Уг(а,а) ( д  -  А)т  Р
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Д оказательство. Пусть выполнено условие (6) и у — А гих. Тогда, как 
установлено в [14], имеет место формула
1 г иг~п]
Так как, согласно [13],
А г-™ЕГ(\)А™ с  А ^ А ™ Я т(А) с  АЕДт (А),
то
А ^ Я т(Х)у =  А*Ят(Х)х
и имеет место (8).
Пусть теперь выполнено (7). Если —га £ М, то представление (8) уста­
новлено в [14]. Считаем далее, что 11егт < д. Используя (2) (при соответ­
ствующих г и ш), получаем
IД7ВД11 < с (Н  +  1)тах{ -1 ,^ -7 }  1п(|/и| +  2 ).
Отсюда следует, что интеграл в (8) сходится абсолютно и равномер­
но по г в некоторой окрестности ТО Ч К И  г £ Ртт{т+К еги,т+7 - 1}- П о Э Т О - 
му ОН СХОДИТСЯ К  аналитической (по г) функции на Ртт{т+К еги,т+7 - 1}- 
Левая часть в (8) — такж е аналитическая по г функция в области
^ш+7 —1 А ^т1п{ш+Ие г^ ,ш+7 —1} • ПОСКОЛЬКУ В Яттрп+Не — Цт+Ие -ш,т+7 — 1} С
Д т г + Н е и > + 7 - 1  (по доказанному) соотношение (8) справедливо, то, в силу 
теоремы единственности для аналитических функций, (8) имеет место в
Дып{т+Ие-ш,т+7  —1} Л Дып{т+Ие -ш+7  — 1,ш+Ие -ш,т+7  — 1} • Утверждение ДОКаЗИНО.
О пределение 1. Пусть Ь -  простая неограниченная кривая в С  с разре­
зом вдоль луча  ( — оо, 0], А С  С — область с границей Е, 0 ^  А. Назовем 
кривую Ь допустимой, если:
1) она выходит из бесконечности и возвращается в бесконечность, А 
остается справа при обходе Ь;
2) при некотором с > 0 и любом X £ А =  С \  А выполнено неравен­
ство (1 ).
Примерами допустимых кривых являю тся кривые Г (с?, у) с д £ (0, с^1), 
а также кривые Г0(г) (г £ (0, с^1)), состоящие из лучей ( —о о  — г0, —г — гО], 
[—г +  гО, —о о  + гО) и окружности с центром в нуле радиуса г.
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Так же, как и в [14], доказывается, что если Ь -  допустимая кривая,
А ^  0 -  область с границей Т, А =  С \  А, Л £ А, т  £ ГГ и {0}, г, со £ С, 
то имеет место соотношение
в предположении, что выполнено условие (6 ), а в случае, когда 4  С Со, 
-  условие (6 ) или (7). [Прежде, чем получить представление (9) в общем 
виде, оно устанавливается для Ь — Г0 (г) с г ^ (О ,^ 1).]
Введем обозначения
Л ем м а 1. Пусть Ь -  допустимая кривая, Ь С Со, С М ,  ж £ В ( А Ш). 
Тогда формула (10) с р =  7 задает аналитическую по переменной га функ-
интеграл в (1 0 ) сходится абсолютно в В(р)  при р > 1 и равномерно по из 
в некоторой окрестности каждой точки области В(р).  Поэтому функция 
Т(ш, г; р, ж, Г0 (г)) аналитична в В(р)  по га. В частности, это верно при 
р =  7—1 и р =  7. Так же, как и в [14], устанавливается, что Т(ш, г; р, ж, Ь) — 
Т(ш, ж; р, ж, Г0 (г)) при (ш,ж) £ В(р).  Таким образом, утверждение леммы 
справедливо в области В (7).
Положим в (10) р = 7 — 1, (ш, ж) £ С(7 — 1) и воспользуемся формулой 
интегрирования по частям. Используя оценки | | 1 | ,  заключаем, что 
внеинтегральный член равен нулю и
Поэтому функция Т(ш, ж; 7, ж, Ь) аналитична по га при (ж,ш) £ С(7 — 1). 
Лемма доказана.
В дальнейшем считаем (ж — га +  1)(ж — ш +  ж) . . .  (ж — ш +  7 — 1) =  1 при
(9 )
Л > , г ; р , . тЛ)= [ (10)
цию в области В (  7) С  С 2 , а при ш ^  ж +  7 — 1 и в  области В (  7 — 1). 
Д оказательство. Прежде всего заметим, что для Ь — Г0 (г) с г £ (0, с^1)
Т(ш, ж; 7 — 1 , ж, Т)
7 - 1
х — т — 1 .'ь
1 = 1.
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У т в е р ж д е н и е  2 . Пусть Ь -  допустимая кривая, £ £ М, £ С, х £ 
Пусть также 7 > 1, и? — г ^  1, 2 , . . . ,  7 — 1, выполнено условие
И ег < 11еп? +  ( 7—1)(д — 1) (11)
или
L С Сто,
Re w < k +  7 — 1 или — w £ N, (12)
Re г < min{Re n?, &(д — 1)}
с k — £ — 1 или k — £. Тогда
( - ı y - y t - i ) \
A zx =
2 ttİ ( z  — w +  l)(z  — w +  2)...(ж — w +  £ — 1 ) 
x f  fı z- w+e- 1B^(fi)Awxdfi. (13)
d L
При £ — 1 формула (13) имеет место при условии (11) с £ — 2 или (12) с 
к =  1 .
Д оказательство. При £ =  1 формула (13) верна, так как совпадает с (9) 
при т — 0 [при этом условие (6 ) совпадает с (11), а при L С бф (7) — с
(1 2 ) при к =  1 ].
Пусть теперь £ > 1 . Сначала докажем (13) в предположении (1 1 ) или 
L С бф,
< Ren? < 7  или — w £ N, (14)
Re г < m injR en;, (7 — 1 ) ( 7  — 1)}.
К интегралу (9) с т  =  0 применим метод интегрирования по ча­
стям. Используя (2) для оценки ||7У(//)|| [при выполнении (11)] или оценки
\\AwR i (y)\\ [при выполнении (14)] (у £ Z), заключаем, что внеинтеграль- 
ный член равен нулю и
A zx = -----  — i--------- - [  fiz- w+1R 2(fi)Awxdfi.
2ttİ{z — w +  1 ) Jl
Производя интегрирование по частям еще £ — 2 раза, делаем вывод о 
равенстве нулю внеинтегральных членов и справедливости формулы (13) 
при сделанных предположениях.
Осталось установить (13) в предположении L С бф, (w ,z) £ D (к). 
Интеграл в (13) по лемме аналитичен в области D(£ — 1) |J D(£) по пе­
ременной гг, а поскольку (13) имеет место при выполнении (14), то по 
теореме единственности для аналитических функций (13) имеет место и 
при (гг, z) £ D (к). Утверждение доказано.
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Введем обозначение 
G(k) =  |  (гс, z) £ С2 : Re w < к +  7  — 1 ,
Re г < min |R e  гг, 7  — 1 +  (к — 1) —  1^ 11 .
Л ем м а 2. Пусть Т -  допустимая кривая, Т С П((/, х )  ^  ^ М, ж ^
Д А ^ 1). Тогда формула (14) с р  — £ задает аналитическую по переменной 
га функцию в области С(£) С С2, а при га ф г-\~£ — 1 -  и в области С(£—1).
Лемма 2 доказывается по той же схеме, что и лемма 1.
У тверж ден и е 3. Пусть справедливы (5) и (4) (при некотором а < 0), Ь 
— допустимая кривая, лежащая в 0((/, к)  р| р(А), £ £ М, г,гт £ С, х £ 
П ( А Ш). Пусть также из — г ф 1, 2, . . . , £ — 1, £ > 1 ,  выполнено условие
Re г < Re гг +  7  — 1 +  (£ — 2) —  1^ (15)
или условие
Re w < к +  7  — 1 или — w £ N,
Re г < min |R e  гг, 7  — 1 +  (& — 1) —  1^ | (16)
с к — £ — 1 или к — £. Тогда имеет место (13). При £ — 1 формула (13) 
справедлива при условии (15) с £ — 2 или (16) с к — 1.
Д оказательство. При £ =  1 мы находимся в условиях утверждения 1, 
если взять в нем т — 0. Поэтому в этом случае верна формула (13) [так 
как она совпадает с (9)].
Пусть теперь £ > 1 . Сначала докажем (13) в предположении (15) или
Ие га < 7  или — га £ М,
К е г  < пип |и егг ; , 7  — 1 +  (£ — 2 ) ^ —  1 ^ } .
К интегралу (9) с т  =  0 применим метод интегрирования по ча­
стям. Используя (3) для оценки ||УС(//)|| [при выполнении (15)] или оценки 
\\АгиК£(ц)\\ [при выполнении (16)] (у £ £ ), заключаем, что внеинтеграль- 
ный член равен нулю и
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Производя интегрирование по частям еще £ — 2 раза, делаем вывод о ра­
венстве нулю внеинтегральных членов и справедливости формулы (13) 
при сделанных предположениях. Далее, с использованием леммы 2, так 
же, как и при доказательстве утверждения 2, устанавливаем (13) в пред­
положении (гг, г) £ 0(к).  Утверждение доказано.
ос
Зам ечание 1. Если вместо (5) выполнено условие х  > хд  > 1, то —  =
— < 7  г/; следовательно; 
х
7  -  1 +  (к -  1 ) Ц  -  1 )  < к ( 7  -  1 ),
ш.е. в этом случае утверждение 3 верно, но представляет собой осла­
бленный вариант утверждения 2 .
У т в е р ж д е н и е  4. Пусть £ £ N, щ гг £ С, х £ Z)(A™),
Re г > Re w — £ (18)
и при £ > 1 выполнено условие
Re г < Re гг +  7  — 1 +  Д — 2)(â — 1) (19)
или условие
{Re w < к +  7  — 1 или — w £ N, , ,R e^ < m in{R eır , 7  — 1 +  (& — l ) ( â  — 1)}
при к — £ — 1 или к — £. Тогда в предположении, что Re г ф Rегт — j  ( j  —
1, . . . , £ - 1),
=  ( £  —  1 ) !  S İ n [ 7 r ( lO  —  2Г)]
7г(г — гт +  1)(г — гт +  2)...(г — гт +  £ —1)
/* + 03
х /  (21)
Jo
При £ =  1 формула (21) имеет  место при условии  (19) с £ =  2 или  (20) с 
к =  1.
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Д оказательство. Прежде всего заметим, что условия (19) и (20) совпа­
дают с условиями (15), (16) при к  — д. Используя утверждение 3 при 
к  — д, подставим в соотношение (13) Ь — Г0(г) С 0 (а ,д ) (г £ (0,а)) 
и затем перейдем в нем к пределу при г -л  0. Так как, в силу (18),
/  иг- ги+1- 1К1(и)А1их й а ^  0, то
2 *5(0, г)
- 1 Г Д - 1 ) ! _______________х
г  —  г л  - \ - 2 ) ' ' '  ( х  —  ю  —  1 )
, - г и + 1 - 1 )  ^ - г и + 1 - 1  к 1^ _ ^ А гих ( 1 з  +
откуда следует (21). Утверждение доказано.
Зам ечание 2. Если в условиях (19), (20) £ заменить на £ + 1, то инте­
грал в (21) сходится абсолютно к аналитической относительно г функ­
ции. Поэтому  (21) имеет место при г — со — j  (] — 1, . . . , £ — 1), если 
зш7г(гг — г)
отношение -------------- — доопределить по непрерывности в этих точках.
г  — го + ]
Зам ечание 3. Если оценка (1) известна только на отрицательной ве­
щественной полуоси, то она же верна и в замкнутой области 0 ( а , д )  с 
а £ (0,СоХ) и все утверждения сохраняют силу с а  =  х  =  д. При д =
а — 1, ш ^ 2  представление (21) (при соответствующих ограничениях
на параметры) имеется в работах [5], [7], а при д £ [0,1], а — 1, ьо ^  Ъ 
— в работе [8].
В заключение установим утверждение, обобщающее часть результатов 
из [13].
У тверж ден и е 5. Пусть  2д, г2, • • •, £ С, ш £ М, Л £ р(А). Тогда
Я т( Х ) А ^ А ^  ••• А** =  УН1+ 2^+- +^ Д т (А). (22)
Д оказательство. Заметим, что оператор в правой части (22) замкнут и 
(22) — соотношение, эквивалентное равенству
А - ^ . . . А - Д А - А £ ) т  =  (А -  \ Е ) ША~7Л *к. (23)
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Докажем (23). Отметим, что
D ((A  -  XE)mA~Zl Zk) =  D (A m- Zl— - Zk),
в силу соотношения A mA z — A m+Z (z G С). Пусть x G D ( A m~Zl Zk) 
и (A — XE)mA~Zl Zkx — y. Положим A m~Zl Zkx — уш. Так как 
A_-zk . . .  A~zi A m =  A m~Zl Zk, то существует такая последовательность 
{.хп} С D(A~Zk • • • A~Zl Am), что х п -ч- ж, A~Zk • • • A~Zl А тх п ут при 
п ос. Отсюда
A - Zk- - - A - Zl( A - \ E ) r х,п. =
=  J 2 ( - x )m~JA~Zk- - - A ~zlAJxK =
3= 0
т
= Y . ( ~ XV ~ 3 A ~Zk ' ' ' A~Z2A~ZlA mA J- mx n =
3= 0
= )m- j A - Zk • • • A - ZlA j - mA r' x,n. =
3= 0
= ^ 2 ( ~ х )т~3 А ~ Х к ' "  А ~ г 2  А '~тА~Х1 Ат^
3= 0
т  т
= 5 У - Л ) т “М - т А -^  • • • А~г1А тх п — ► Х - тУш, п -»■ оо.
.7=0 '^=0
Здесь учтено, что
1) {х п} С Е ( А ~ гк • • • А~21А т) С Е ( А т ), откуда { А тх п} С Е ( А ~ г1) и пото­
му {А_5+1 • • • А~ ^  А тх п} С В ( А ~ 3) для любого в =  2 , . . .  ,
2) • • • А- '01 А т А 3~т з  • • • А~г1 А 3~т А т э  А~гк • • • А~г2 А 3~ш А~г1 А т
I) . . .  I) А 3~тА~гк • • • А~21 Ат , поскольку А 3~т — непрерывный оператор 
и, следовательно, А гА 3~т — А г+3~т для ж £ С Д =  0 , 1 , . . . ,  т)  [13].
С другой стороны,
т  т
] Г ( - ЛГ “'? А 3~тут = ^ ( - Л ) т -М -?- т Ат -"1- - ^ ж  =
3= 0  3= 0
т  т
= ] С ( - Д )т- ’А ’- тА тА~г1— - гкх = у ( - л ) ™ - ^ а - - - ч  =
'^=0 '^=0
= (А -  ХЕ)тА~г1 *кх = у.
Таким образом, установлено, что А~*к Д А  — \ Е ) тх п —> у при п —> оо, 
т.е. имеет место (23). Утверждение доказано.
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С ледствие 1. Пусть  2д , . . . ,  Zk G С, m ı, . . . ,  rrik G A G p(A). То­
гда
= A Zl+- +ZkR T 1+- +mk( A). (24)
Д оказательство. Так как R m(X)Az С A zR m(A) (z G С, m G N, A G />(-4))
[13], то имеет место соотношение
R mı+'"+mk(X)AZl - - - A Zk С  A ZlR mı(X) • • • A ZkR mk(X) с  
С А'01 • • • A Zki?mı_l— (А) с  — ^Zki?mı_l— (А)
из которого, в силу утверждения, следует (24).
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